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Kapitola 1

Uvod

1.1 Jazyk teorie mnozin

Jazyk teorie z € Y. Také se bude pouzivat *metajazyk* jako napiiklad: “definovat”, “formule” a “trida”.

1.1.1 Symboly
e Proménné pro mnoziny X,Y, Z, x1,xs,. ...
o Bindrni predikdtovy (rela¢ni) symbol = a taky € (ndleZeni).
o Dile také logické spojky: =, A, V, =, + (<, =).
o Také kvantifikatory: V a 3.

o Samoziejmé i zavorky (), [].

1.1.2 Formule

Atomické formule z =y a z € y.
1. Jsou-li ¢, formule, pak —p, @ V 1,0 A1, p — 1, p <> 9 jsou také formule (popiipadé i uzévorkované).
2. Je-li ¢ formule, pak (Vz)p a (3z)p jsou také formule.

Kazda formule pak lze dostat z atomickych formuli kone¢né mnoha pravidly 1 a 2.

1.1.3 Rozsifeni jazyka (zkratky)
e &4y je pro—(z = y).
e x &y jepro ~(z € y).
e x Cyje pro "z je podmnozina y”(Vu)(u € z — u € y).
e x Cy je pro "z je vlastni podmnozina”(x C y A x # y).

Cviceni: Napiste formuli “mnoZina x je prdzdnd”

1.2 Axiomy logiky (“jak se chovaji logické symboly”)

Axiomy vyrokové logiky napt.: schéma axiomi: Jsou-li ¢, formule, pak

o= (Y —¢)
je **axiom**.
Axiomy predikatové logiky napt.: Schéma axiomii: Jsou-li ¢, formule, z proménnd, kterd neni volna ve ¢,
pak

(Vo) (@ = ) = (¢ = (Vz)¥)
je axiom.
Axiomy pro rovnost:



e x je proménnd, pak x = x je axiom.

e x,y,z jsou proménné, R je relacni symbol, pak

(z =y) = (V2)(R(z, 2) < R(y, 2))
(x=y)—> V2)(z €z y€2)

(z=y) = V2)(z €z z€y)
Odvozovaci pravidla:
e Z p,p — 1Y odvod 1.

e Z ¢ odvod (Vz)ep.



Kapitola 2

Axiomy teorie mnozin

“Jak se chova €. “Jaké mnoziny existuji.”

Zermelo-Fraenkelova teorie, zkrdcené ZF mé celkem 9 axiomu (resp. 7 axiomu a 2 schémata). Pak je jesté
10.axiom vybéru (AC) to pak je ZF+AC=ZFC.
2.1 1.Axiom existence mnozin

“Existuje mnozina.”

(Vo) (z = )

2.2 2.Axiom extenzionality

Udava souvislost mezi € a =. “Mnozina je urcena svymi prvky.”

V2)(z€x > 2z€y) 2=y
Cuiceni: Dokazte ((x Cy)A(y C z)) = x C 2.

2.3 3.Schéma axiomu vydéleni

Je-li o(x) formule, kterd neobsahuje volnou proménnou z. Pak:

(Va)(Vz)(Fz)(x € z + (x € a A p(x))

je axiom.
“Z mnoZiny a vybereme prvky s vlastnosti ¢(z) a ty vytvori novou mnozinu z.” Diky axiomu extenzionality
je takova z pravé jedna.

2.3.1 Znaceni:

o {z;z €aAp(x)} je zkraceni.

e {x € a;p(x)} "Mnozina vSech prvkl a spliujici ¢(x).”
Definice 1. o Prinik: anb je {z,x € a ANz €b}.

o Rozdil: a\ b je {x,x € a Nz ¢ b}

Cicend:

e Napiste formuli “mnozina a je jednoprvkovd’.

o Dokazte, Ze mnozina vsech mnoZin neexistuje.



2.4 4.Axiom dvojice
(Va)(V0)(F2)(Vx)(z € z <> (x =a V x = D))
“(Ne)kazdym dvéma mnozindm a, b existuje mnozina z, kterd ma za prvky pravé a,b.”

Definice 2. o {a,b} je meusporddand dvojice mnozin a,b, jakozto dvouprvkovd mnoZina s prvky a,b
(pokud a # b).

o {a} znamend {a,a}, nebo-li jednoprvkovd mnozina s prvkem a.

Priklad. Muazeme vytvorit {0}, {{0}},{0,{0}},....
Cuiceni: Dokazte (Vz)(z € z<>y€2) > x =y.

Definice 3. (a,b) je usporddand dvojice mnoZin a,b. To je pak mnozina {{a},{a,b}}
Pozndmka. Pro a =b je (a,b) = {{a},{a,a}} = {{a},{a}} = {{a}}.

Lemma 1.
(z,y) = (u,0) & (z=uAy=0)

Diikaz. o —
o {z} = {u} plyne z axiomu extenzionality.

{z,y} = {u, v} {{z} {z, vt} = {{u}, {w, 0}}

°« —

{{z},{z,y}} = {{u},{u,v}} to pak znamend, ze {z} = {u} V {2} = {u, v} kde v obou pfipadech z = u.

{u,v} = {z} vV{u,v} ={z,y} tedyv=aVo=y

e Pokud v =z pak z x = u plyne, ze v = u = x.

O
Definice 4. Jsou-li a1, as,as,...,a, mnoziny, definujeme usporddanou n-tici (a1, as,as,...,a,). Ndsledné
(a1) znamend a1 a je-li definovina (as,...,ar) pak (ai,...,ak, axt1) je ((a1,...,ak), @gy1)-
Lemma 2.
(a1,a2,a3,...,an) = (b1,b2,bs,...,b,) <> (a1 =b1 A...a, =by)
Dikaz. Jako cviceni. O
2.5 5.Axiom sumy (axiom of the union)
(Va)(3z)(Vz)(x € z ¢ y)(x €y Ay € a))

Definice 5. | Ja je suma mnoziny a. Tzn “{x, Qy)(r €yAy € a)}”

Pozorovéni: Pokud a = {b, ¢}, pak J{b,c} = {z,z € bV z € c}.
Definice 6. bU c je |J{b, c} sjednoceni mnozin b, c.
Definice 7. Jsou-li ay,...a, mnoZiny, definujeme neusporddanou n-tici {ay,...a,} (n-prokovou mnoZinu,

pokud kaZdé a; je rizné) rekurzivné. Je-li definovand {a1,...ar} prok > 2, pak {ay,...ax,aps1} je {a1,...ar}U
{ak+1}

2.6 6.Axiom potence (power set, potenéni mnozina)
(Va)(3z)(Vz)(x € z > C a)
“Existuje mnozina z jejichz prvky jsou pravé podmnoziny mnoziny a.”
Definice 8. P(a) je “{x;x C a}” potencéni mnozina [2%] mnoZiny a (potence a).

Priklad. P(0) = {0} a P({0}) = {0,{0}}.
Cuicent: Co je P(Ja) a jestli | J(P(a)) =a?



2.7 7.Schéma axiomu nahrazeni

“Obraz mnoziny funkci je mnozina.”
Je-li ¥(u,v) formule, kterd neobsahuje volné proménné w, z, pak

(Vr) (V) (Vo) (1, 0) A oz, w)) = v = w) = (Ya) (V=) (Vo) (v € = > (Fu)(u € a A (u,v))

je axiom.

o “Je-li ¢ funkce (¢asteénd) uréend formuli: 1 (u,v) je f(u) = v, pak obrazem a touto funkeci je opét mnozina
(Z).”
o Také implikuje schéma vydéleni: p(u) A u = v.

e Poznamka: transfinitni rekurze, konstrukce w + w, Zornovo lemma, véta o dobrém uspordddnd.

2.8 8.Axiom fundovanosti (foundation, regularity)

(Va)(a# 0 — Bx)(x €aNznNa=0))

“Kazd4 mnozina méa prvek, ktery je s ni disjunktni.”

Cicenti: Ukazte, Ze Axiom fundovanosti zakazuje existenci konecnijch cykli relace €. Tedy mnoZiny y takové,
zey €y, ale i yi1,Y2, ..., Yn takové, Zey; E Yo € -+ € Y, E Y1

Diky axiomu fundovanosti lze vSechny mnoziny vygenerovat z prazdné mnoziny operacemi P, | J.



Kapitola 3

Definice 9. ¢(x) je formule a {x;p(x)} oznacduje “seskupeni” mnoZin, pro které plati p(x).

Pokud ¢(z) je tvaru z € a A (z), pak je to mnozina (axiom vydéleni).

{z; p(x)} je tiidovy term, soubor které oznacuje je t¥ida urcend formuli (x).
“Definovatelny soubor mnozin.”

Je-li y mnozZina, pak y = {z;2 € y A x = z} je t¥ida.

Tedy kazda mnozina je i tfida.

Vlastni trida je tfida, ktera neni mnozinou.
Rozsiteni jazyka:

Ve formulich na misté volnych proménnych pripustime tridové termy.

Navic proménné pro t¥idy jsou X,Y,... (nebude mozné je kvantifikovat).

3.2 Atomické proménné

z=y,zey,z=X,x2eX, Xex,X=Y,XeVY
Plus jesté vyrazy vzniklé nahrazenim {z, p(z)} za = a {y, ¢(y)} za y.

Ostatni formule rozsifeného jazyka vznikaji pomoci logickych spojek (—,V, A, <, —, ) a kvantifikaci
mnozinovych proménnych ((Vz)...(Jy)...).

Formule s tfidovymi termy bez tridovych proménnych oznacovan jako “zkraceny zapis” formule zakladniho
jazyka.

Formule s tfidovymi proménnymi oznacované jako “schéma formuli” zékladniho (popf. rozsifeného) jazyka.

3.3 Eliminace tridovych termu

z,y,2,X,Y jsou proménné a o(z),¥(x) formule zdkladniho jazyka. X zastupuje {z,¢(x)} a Y zastupuje

{y,0(y) }-

1.

2.

z € X zastupuje z € {z, o(x)}.

e 7z je prvkem tridy vSech mnozin, spliujici p(z).”

o Nahradime: ¢(2).
z = X zastupuje z = {z, o(x)}.

e “Mnozina z se rovna tridé X.”

o Nahradime: (Vu)(u € z <> p(u)).



3. X €Y zastupuje {z, p(z)} € {y, ¥(y)}.

« Nahradime: (Ju)(Yv)((v € u <> ©(v)) A (w)).
4. X €y zastupuje {x,p(x)} € y.

« Nahradime: (Ju)(V0)((v € u <> ¢(v)) Au € y).
5. X =Y zastupyje {z,p(2)} = {y,¥(y)}.

« Nahradime: (Yu)(p(u) < (v))

Meta pozorovani: Formule rozsiteného jazyka urcuji stejné t¥idy jako formule zdkladniho jazyka. Priklad

{z;2 ¢ {z,9(2)}} = {z; ()}

3.4 Tridové operace

Definice 10. o ANB je{x,x € ANz € B}.
e AUB je{x,x € AVz € B}.
o A\ B je{z,x € ANz ¢ B}.
o Pokud A= {z,0(x)} a B={y,¥(y)}, pak AN B = {2, () Nb(2)}.
Definice 11. {z;z = z} je univerzdlni trida, kterd se znac? jako V.
o A je tfida, (absolutni) doplnék A je V'\ A, ktery se znadi jako —A.
e AC B, A C B znadi, ze A je podtiidou B (popf. vlastn{ podtiidou).
Cviceni: Rozepiste v zdkladnim jazyce teorie mnozin.
1. U A nebo-li suma tridy A je {x,(Ja)(a € ANz =a)}
2. N A nebo-li pranik tridy A je {z, Va)(a € A = x =a)}
3. P(A) nebo-li potencidl tridy A je {a,a C A}.

N0 =V, protoze {z,(Va)(a € ) — z € a)}.
Cviceni: a # 0, je () a mnoZina?
Cviceni: Je P(V) =V??

Lemma 3. Univerzdlni trida V neni mnoZina.

Diikaz. Cwicend. O
Lemma 4. Je-li A trida a mnozina, prunik AN a je mnoZina.

Diikaz. Schéma axiomu vydéleni A = {z,¢o(x)},aNA={z,x € a A p(z)}. O

Definice 12. Kartézsky soucin trid A, B znacen A x B je {(a,b),a € ANb € B} coZ je zkrdaceny zdpis pro
{z,(3a)(3b)(z = (a,b) Nha e ANb € B)}.

Lemma 5. Jsou-li a,b mnoZiny pak ¢ a X b je mnoZina.
Diikaz. e Plati a x b C P(P(aUb)).
e Vpravo je mnozina axiomu dvojice , sumy, dvakrat potence.
o Pak podle lemma (axiomu vydéleni) A =a x b,a = P(P(aUD)) tedy a X b je mnozina.

o Pokud u € a,v € b, pak {u}, {u,v} CaUb tedy {u}, {u,v} € P(aUb), stejné pak {{u},{u,v}} C P(aUb)
a {{u},{u,v}} € P(P(aUb)).
O
Definice 13. X je trida, pak X' = X, induktivné pak X™ = X" ! x X.

X™ je trida vSech usporddanych n-tic prvka X.
Pozorovani: V* C V=l C...C V=V
Cviceni: Ukazte, Ze obecné neplati X x X% = X3. Napriklad pro X = {0}.



Kapitola 4

Relace

Definice 14. o Trida R je (bindrni) relace, pokud RCV x V.
o xRy zkratka za (z,y) € R.
e n-drni relace je R C V™.
Priklad. e Relace ndlezeni E je {(x,y),x € y}.
e Relace identity Id je {(z,y),z = y}.
Definice 15. Je-li X relace (libovolnd tiida), pak:
o Dom(X) je {u, (Fv)(u,v) € X}
o Rng(X) je {v, (3u)(u,v) € X}
o Je-li'Y trida, pak X n Y (X[Y]) je {z, By)(y € Y A (y,z) € X}.
e Nebo-li obraz tridy Y tridou X.
o X 1Y je{(y,2),yeY Aly,z) € X}
o ZuZend tridy X ma tridu Y . (restrikce, parcelizace)
Lemma 6. Je-li © mnoZina, Y trida, pak Dom(z), Rng(x),z | Y,z 1Y jsou mnoZiny.
Diikaz. e Vnofime do vétsi mnoziny.
o Plati Dom(z) C J(U(x)).
o Kdyz u € Dom(z) pak (Fv)(u,v) € z a u € {u} € (u,v) € x. Tedy {u} € U(z), tedy u € U(U(z)).
o Podobné i pro Rng(z) C J(U(z)).
e v € Rng(z) : Bu)(u,v) € x
o v e {u,v} € (u,v) €z tedy v e JU(z)).

e Pak uz jenom z [Y Cz;z 1Y C Rng(x)

Definice 16. e R,S jsou relace. Pak R~ je {(u,v), (v,u) € R}.
o Nebo-li relace inverzni k R.
e RoS je{(u,v); (Fw)((u,w) € RA (w,v) € S)}.
e Nebo-li sloZeni relaci R a S.

Pozndmka. (f o g)(x) = g(f(x))
Cicent
e Ouvérte, Ze pro libovolnou relaci R je [do R = R = Ro Id.

o (r,y) e EoE & xelJy



Definice 17. Relace F' je zobrazeni (funkce) pokud:

(Vu)(Vo)(Yw)(((u,v) € FA (u,w) € F) = v=w)

“Pro kazdé v € Dom(F) existuje pravé jedna mnozina v takovd, ze (u,v) € F” PiSeme F(u) = v.
Definice 18. o F je zobrazeni tridy X do tridyY; F: X =Y, pokud Dom(F) =X a Rng(F)CY.

o F je zobrazeni tridy X ma tridu Y; pokud navic plati Rng(F) =Y.

o F je prosté zobrazeni pokud F~' je zobrazent.

o Pokud (Vv)(Vu)(Vw)((F(u) = w A F(v) =w) = u =v).

o “Kazdy prvek Rng(F) md prdvé jeden vzor.”

Pozorovani: Pokud F je prosté zobrazeni, pak F~! je také prosté zobrazeni.
Definice 19. A je trida, ¢ je formule pak:

o (xz € A)p je zkratka za (3z)(x € AN @).

o (VYa € A)p je zkratka za (Vz)(x € A — ).

4.1 Znaceni:
Obraz / vzor t¥idy X zobrazenim F.
o F[X]misto FuX: F[X]|={y,(3z e X)y=F(z)}
o F7UX]misto F7'n X : FUX]={y,(3z € X)z = F(y)}
Definice 20. A je trida, a je mnoZina, pak *A je {f; f: a — A}, trida vSech zobrazeni z a do A.

Poznamka. o 7 axiomu nahrazeni Rng(f) je mnozina, f C a X Rng(f), tedy f je mnozina.

« Nelze definovat Z A pokud B je vlastni tifda a A # (), protoze je-li Dom(f) vlastni tiida, pak je i f.

. 04 = {0}
e =10
Lemma 7. 1. Pro libovolné mnoZiny x,y je ¥y mnoZina.

2. Je-lix#0,Y je viastni trida, pak *Y je vlastni trida.
Dikaz. 1. Pokud f:xz — y. pak f Ca x y, tedy f € P(x x y). Tedy *y C P(x X y).

2. Proy € Y definujeme konstantni zobrazeni K, : x — Y tak, ze (Vu € z)(K,(u) = y). K, = z X y, protoze
x#0, proy #y plati K, # K. K ={K,,y € Y} mdme K C* Y.

o Ted sporem: Pokud 7Y je mnozina, pak K je mnozina. Definujeme F' : K — Y jako F(K,) =y. Z
axiomu nahrazeni Y je mnozina a to je spor.

O

4.2 Usporadani

Definice 21. Relace R(CV x V) je na tridé A:

Reflexivni:

(Ve € A)((z,z) € R)
Antireflexioni:

(Vo € A)((z,x) ¢ R)
Symetrickad:

10



(Vz,y € A)((z,y) € R+ (y,z) € R)

Slabe antisymetrickd:

(Vz,y € A)(((z,y) € RA (y,2) € R) > y=1x)

Antisymetrickd
(Vz € A)(Vy € A)(xRy — —(yRx))
Trichotomicka:
(Ve e A)(Vy € A)(xRyVyRz V x =y)
Tranzitivni:

(Vz,y,z € A)((xRy A yRz) — zRz)
Pozorovani: Tyto vlastnosti jsou dédi¢né, to znamenad, ze plati na kazdé podtiidé B C A.

Definice 22. e Relace R je uspordddni na tridé A, pokud R je reflexivni, slabé antisymetrickd a tranzi-
tivni.

e z,y € A jsou porovnatelné (srovnatelné) relaci R pokud xRy V yRx.

4.2.1 Znaceni:

x <p y znamend xRy, neboli "z je mensi nebo rovno y vzhledem k R.

Definice 23. e Uspordddni R je linedrni pokud R je trichotomické.
e R’ je ostré uspordddni pokud je tvaru R\ Id (je antireflexivoni, antisymetricd a tranzitivnig).
e x <py znaci zR'y

Cwicent: Dopliite tabulku ANO/NE.

Relace ‘ Usporadani? ‘ Ostré?
E

1d
Definice 24. Necht R je uspordddni na tridé A a necht X C A. Reknéme, %e a € A je (vzhledem k R a A):
o Majorita (horni mez) tridy X, pokud (Vx € X)(z <gr a).
e Minoranta (dolni mez) tridy X, pokud (Vx € X)(a <g z).
o Mazimdlni prvek tridy X, pokud a € X A (Vx € X)(—(a <g x)).
o Minimdlni prvek tridy X, pokud a € X A (Vz € X)(—(z <g a)).
e Nejveétsi prvek tridy X, pokud a € X a a je majoranta X.
e Nejvétsti prvek tridy X, pokud a € X a a je minoranta X .
e Supremum tridy X, pokud a je nejmensi prvek tridy vsech majorant X .
o Infimum tridy X, pokud a je nejvetsi prvek tridy vsech minorant X.

Pozorovani: Nejvétsi implikuje maximalni, pokud R je linearni, tak plati i opacnd implikace. Také nejvétsi
a supremum je vzdy nejvyse 1. Lze znacit jako @ = maxp(X) a a = supp(X).

Definice 25. e X je shora omezend, pokud existuje majoranta X v A.
e X je zdola omezend, pokud existuje minoranta X v A.
e X je dolni mnoZina, pokud (Vx € X)(Vy € A)(y <pz — y € X).

e Analogicky i horni mnoZina.

11



o x €A, pak | <+, x] je {y,y € ANy <g x}. Nebo-li horni idedl omezend x.

Pozorovani: R usporddani na A, pak pro libovolné z,y € A plati z <p y ¢ | <, 2] C | +,y].
Poznamka. e Konstrukce R z Q: Dedekindovy rezy.

e X CQ,X je dolnf mnozina (vzhledem k C) a navic existuje-li sup X, pak sup X C X.

Definice 26. Usporddini R na t7idé A je dobré, pokud kaZdd neprdzdnd podmnozina A : (u C A) md nejmensi
prvek vzhledem k R.

Cviceni: Napsat definice pomoct logickych formuli.

Pozorovani: “Dobré” je dédi¢na vlastnost. Dobré implikuje linearni.

Cviceni: Najdéte néjaké mnoziny, na nichz je E dobré ostré uspordddni.

Definice 27. Ekvivalence je pokud je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

12



Kapitola 5

Srovnavani mohutnosti

Definice 28. o Mnoziny x,y maji stejnou mohutnost (psino x = y) pokud existuje prosté zobrazeni x
na y (nebo-li bijekce). Nékdy oznacovdno jako x je ekvivalentnd y.

e MnoZina x md mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti y (psino x = y) pokud existuje prosté
zobrazeni x do y. Nékdy oznacovdno jako x je subvalentni y.

o x md mensi mohutnost nez y (psino x < y) pokud plati x < y A —(z = y)).

Pozorovani:  C y — = < y (identita), x C y — = <y (ne = < y, napiiklad N~ N\ {1}).

Pozndmka. To jestli < je trichotomickd v **ZF** nelze rozhodnout. Pfid4dim axiomu vybéru uz ale ano.
Lemma 8. Jsou-li x,y, z mnoZiny, potom:
1. z~=x
2.rx =Ry —>y~zx
3 (z=y)A(y=2)) =z =z, tedy = je ekvivalence.
4. x3x
d.xRYyNyz—xr =z
Drikaz. Prakticky jen trividlni, stac¢i najit dané zobrazeni.
o Id
o F— !
e FANG—=Fo(G
o Id
e FANG— Fo(G

Pozorovani: =~y — (x <y Ay =< x)

Theorem 1 (Cantor-Bernstein).
(=2yAy=z)sa~y

Diikaz. Dtkaz se provede pomoci grafii. Také bude potfeba dodatecné lemma, které bude pozdéji. Jako graf si
predstavime bipartitni, kde jedna partita je x a druhd y. Nasledné pfiddme orientované hrany jakozto funkce f
a g, kde f:x —y,g:y — x jsou prosté zobrazeni. Ted se podivime na komponenty grafu.

1. Bud muze byt kruznice sudé délky.
2. Nebo cesta s pocatkem.

3. Anebo cesty obousmérné.

13



Nyni uvazme “indukovand” zobrazeni: (f) : P(z) — P(y). Tahle funkce je monoténni vzhledem k inkluzi.
Definujeme H : P(z) — P(x) takto: Pro v C z necht H(u) = = — gy — flu]]. H je monoténni vzhledem k
inkluzi. uy C up = flus] C flus] = y — flua] 2 y — fluo] =, = gly — flur] 2 gly — fluo] = H(u1) C H(us).
Podle lemma o pevném bodé (3c)(H(c) = ¢), tedy x — gly — f[c]] = ¢ = x — ¢ = g[y — f[c]]. Tedy g~ je prosté
zobrazeni z \ ¢ na y \ f[c]. Staci definovat h : x — y jako:

flw) okud u = ¢
M) = { o) fimak

h je prosté zobrazeni x na y. O

Definice 29. Zobrazeni H : P(z) — P(z) je monoténni (vzhledem k inkluzi) pokud pro kaZdé dvé mnoZiny
u,v C x plati w Cv — H(u) C H(v)

C H(v).
Lemma 9. Je-li H : P(x) — P(x) zobrazeni monoténni vzhledem k inkluzi, pak existuje podmnoZina ¢ C x
takovd, Ze H(c) = c. TéZ oznacovan jako pevny bod.

Dikaz. A ={u,u CaxAuC H(u)}, c=J A neboli supremum. v € A pak dostanu dvé moznosti:

2. uwC H(u) C H(c) (diky tomu, ze H je monoténni)

Z toho pak plyne, ze H(c) je majoranta a tedy ¢ C H(c). Pak z monotonie plati H(c) C H(H(c)), tedy
H(c) € A, takze H(c) C ¢, nebo-li ¢ je majoranta. Z obou inkluzi pak plyne, ze ¢ = H(c). O

Cuicent: Ilustrace monotring funkce h : [0,1] — [0, 1].
Cwiceni: A CP(x) a uspordaddani C, pak supc A =|JA ainfc A=A

Priklad. e w=Nypakwrwxw
e fiw—wxwjako f(n)=(0,n)
e ¢g:wXw — w jako g((m,n)) =2m3"

e Podle Véty plati w &~ w X w. item h : w — w X w jako h((m,n)) =2"(2n+1) — 1

Cviceni: Ovérte, Ze g je prosté a h je bijekce.
Cviceni: N~ Q
Cvicend: [0,1] ~ [0,1] x [0, 1]

Lemma 10. Necht x,y, z,x1,y1 jsou mnoziny, pak:
l.xxy~ryxzx
2. xx(yxz)=(xxy) Xz
S (xraANy=y) = (T Xy~ 31 XY)
4w =y — Pla) = Ply)
5. P(X) ~* 2, kde 2 = {0,{0}}

Diikaz. Vzdy jde o to najit vhodné funkce.
1. (u,v) = (v,u)

- (u, (b, ¢)) = ((u,b), )

3. fra— a9y —ur:(ab) = (fla),g(b))

[\

4. f:x — y,u— f[u] (izomorfismus vzhledem k inkluzi)

5. Pro u C x definujeme charakteristickou funkci x, : © — 2, kde;
1 vea
Xa(v) = 0 véa
Zobrazen{ {(a, x4);a C x} je prosté a zobrazuje P(z) na *2. O

14



5.1 Konecné mnozZiny

Definice 30 (Tarski). MnoZina x je koneénd, oznacime Fin(zx), pokud kazZdd neprdzdnd podmnoZina P(x) md
maximdlni prvek vzhledem k inkluzi.

Cwiceni: Napiste definici pomoci formule.
Pozorovani: z je koneéna pravé tehdy, kdyz kazda neprazdnéd podmnozina P(z) ma minimélni prvek vzhledem
k inkluzi.

Dikaz. Uvazme d : P(x) — P(z) jako d(u) =z \ u. u C v < d(u) D d(v) O

Definice 31. MnoZina a je Dedekindovsky konecnd pokud md vétsi mohutnost nez kazdd vlastni podmnozina
b C a. (Nebo-li neexistuje prosté zobrazeni a na b.)

Lemma 11. Je-li mnozZina a konecnd tak je i Dedekindovsky konecnd.

Diikaz. Nutno dokézat, ze pokud b C a pak b < a. Sporem: b =~ a. Necht y = {b,b CaAb=a},y # 0,y € P(a).
Necht ¢ € y je minimalni prvek y vzhledem k C. Necht f : @ — a je prosté zobrazeni a na c. d = f[¢]. f | ¢ je
prosté zobrazeni ¢ na d. Tedy ¢ = d, tedy d € y. d C ¢ : (3z)(z € a\ ¢) pak f(x) € ¢\ d. Spor s minimalitou
volby c. O

Pozndamka. Opacnd implikace v ZF neni dokazatelna.
o Existuje linearni usporadani <, které je dobré, pak i > je dobré.
o Existuje linearni usporadani a kazda 2 linearni usporadani jsou izomorfni.
o 1z je konetnd < P(P(z)) je dedekindovsky konecna.

Theorem 2. 1. Je-li a konecnd usporddand mnoZina (relaci <) pak kazZdd jeji neprdzdnd podmnoZina b C a
md maximdlni proek.
2. KaZdé linedrni usporaddni na konecné mnoZine je dobré.
Dikaz. 1. Pro kazdé © € a uvazme | <, 2] = {y,y € a ANy < z}.

e u={|+,z,z €b}l,uCPla),u#0

o 7 konecnosti a existuje m € b takové, ze | <, m] je maximdlni{ prvek vzhledem k C.

s xSy | <,y

e Tedy m je maximalni prvek b vzhledem k C.

e Minimalni prvek se najde podobné, akorat to bude horni mnozina a minimélni prvek.

2. Minimalni prvek v linearnim usporadani je uz nejmensi.
O

Definice 32. F je zobrazeni A1 do As, Ry, Ry jsou relace. F je izomorfismus trid Ay, Ay vzhledem k Ry, Ro
pokud F je prosté zobrazeni Ay na Ay a (Vx € Ay)(Vy € As)(x,y) € Ry < (F(z), F(y)) € Rs.

Definice 33. A je mmozina uspordadand relaci R. B je mmozina usporddand relaci S. Zobrazeni F je pocdtkové
vnoreni A do B, pokud Ay = Dom(F) je dolni podmnozina A a By = Rng(F) je dolni podmnoZina B. A F je
izomorfismus Ay a By vzhledem k R, S.

Lemma 12. Necht F, G jsou pocitkové vnoteni dobre usporadané mnoziny A do dobre usporidané mnoZiny B.
Potom F C G nebo G C F.

Dikaz. Necht R je dobré uspofddani mnoziny A. Necht S je dobré usporaddni mnoziny B. Dom/(F'), Dom(G)
jsou dolni podmnoziny A. R je linedrni, tedy Dom(F) < Dom(G) V Dom(G) < Dom(F). (BUNO: Dom(F) <
Dom(G), jinak pfejmenuji mnoziny). Dokdzeme (Vx € Dom(F))F(x) = G(x). Sporem Necht z je nejmensi
(vzhledem k R) prvek mmnoziny {z,z € AN G(z) # F(2)}. Tedy Yy <gr = : F(y) = G(y). Z linearity S je
F(z) <s G(x) VG(z) <s F(z) (BUNO: F(z) <g G(z)). Necht b = F(z). Je-li z € Dom(G) pak bud: z <p z
G(z)=F(z), z>rx F(z) =b. Pak G(z) >s G(z) >5 F(x) = b. V obou piipadech b ¢ Rng(G) a tedy Rng(QG)
neni dolni mnozina a to je spor. O

Cviceni: Linedrni usporaddni jsou kazZdé dve dolni mnoziny porovnatelné inkluzi.
Cvicent: Co kdyz misto dobrého uspordddni bude jen linedrni uspordddni.
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Theorem 3 (O porovnévani dobrych usporaddni.). A je mnoZina dobie usporddand relaci R. B je mnoZina
dobre usporadand relaci S. Pak existuje prdve jedno zobrazeni I, které je izomorfismus A a dolni mnoZiny B,
nebo B a dolni mnoziny A.

Diikaz. P je mnozina vSech poéatecénich vnoreni A do B. Necht F' = | J P. F je zobrazeni: Kdyz (z,y1)(z,y2) € F
existuje pocatecéni vnoteni Fi, Fy, 7Ze (x,y1) € F1,(x,y2) € Fa. Podle lemma F; C F nebo naopak. Pfedpoklé-
dejme, Ze nastala tato situace. Tedy (x,y1) € F; F» je zobrazeni, tedy y; = yo. F je poléateéni vnoreni: Kdyz
x1 <g T2 € Dom(F) tak existuje poc¢ateéni vnofeni F’ ze xo € Dom(F’). Tedy x1 € Dom(F') C Dom(F).
Podobné pro Rng(F) = |J Rng(F’) je dolni. F(x1) = F'(x1) <g F'(z2) = F(x2), Dom(F) = AV Rng(F) = B.
Sporem: A\ Dom(F'), B\ Rng(F) jsou neprazdné, majici nejmens{ prvky a,b. Definujeme F' = F U {(a,b)} je
pocétecni vnoreni F' € P, F' C F a to je spor. O

Cviceni: Jednoznacnost F'.
Cviceni: Sjednoceni dolnich mnoZzin je dolni mnoZzina.

Theorem 4. a je konecnd mnozina, pak kazZdé linedrni uspordddni na a jsou izomorfni.

Dikaz. R, S jsou dvé linedrni uspordadani a také dobra usporddéni. (a, R) je izomorfn{ dolni mnoziné (a, S) nebo
dolni mnozina (a, R) je izomorfni (a,.S). Dolni mnozina b, b =~ a, z Dedekindovy kone¢nosti plati, ze a = b. [

Lemma 13 (Zachovavan{ konetnosti.). 1. (Fin(z) Ay C x) — Fin(y)
2. (Fin(z) Ay ~ z) — Fin(y)
3. (Fin(z) Ny < x) — Fin(y)

Dikaz. 1. w C P(y) C P(x)
2. P(y) je izomorfni P(x)

3. Plynez 1 a 2.

Lemma 14 (sjednoceni koneénych mnozin). 1. Fin(z) A Fin(y) — Fin(z Uy)

Diikaz. w C P(xUy) neprazdna. wy = {u, (It € w)(uv = tNzx)} C P(x). M4 maximalni prvek vy. wy = {u, (3t €
w)tNz=vy AtNy=u)} C P(y). M4 maximalni prvek ve. v; U vy je maximélni prvek w. O

Definice 34. Trida vsech konecngch mnozin Fin = {z, Fin(zx)}.

Theorem 5 (Princip indukce pro koneéné mnoziny). Je-li X tréida, pro kterou plati:
1. D e X,
2. z€X — Vy)(xU{y} € X), pak Fin C X.

Diikaz. Sporem: Pokud z € Fiin \ X. necht w = {v,v CxAv € X}. Podle 1: § € w. w C P(x), neprazdni. w
mé maximélni prvek vg. vg C x. vo € X, tedy vg # = a vg C X. Tedy existuje y € =\ vg. Necht v; = vy U {y}.
Podle 2: v; € X. Tedy v1 € w, spor s maximalitou vg. ]

Lemma 15. Fin(x) — Fin(P(x))

Dijkaz. Indukei: Necht X = {x, Fin(P(z))}. 0 € X, protoze P(0) = {0} je konetnd. Necht x € X,y je
mnozina. Chceme aby z U {y} € X. BUNO: y ¢ z (jinak trividln{). Rozdélime P(z U {y}) na dvé &sti:
P(zU{y}) = P(x)U(P(zU{y})\P(x)). Plati P(x) = z, kde z se rovna predchozimu druhému prvku v sjednocen.
Pro u € P(x) definujeme f(u) = uU{y}. f je prosté zobrazeni P(x) na z. Podle pfedpokladu Fin(P(z)). Podle
lemma F'in(z). Podle lemma o sjednoceni Fin(P(z) U z). Podle principu indukce Fin C X. O

Disledek. Fin(z) N Fin(y) = Fin(x x y)
Diikaz. Necht z = 2 Uy, vime Fin(z). x x y C z x 2 C P(P(z)). O

Lemma 16 (sjednoceni koneéné mnoha koneénych mnozin je koneénd mnozina). Je-li Fin(a) a (Vb € a)Fin(b),
pak Fin(Ja).

Diikaz. Indukel: X = {z,2 C Fin — Fin((Jx)}.
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1. ) € X, protoze | JO = 0.

2. Necht € X,y mnozina. Chceme aby z U {y} € X.

Predpoklddejme, 7e x U {y} C Fin. Specidlné  C Fin. |J(z U {y}) = Uz Uy. Obé dvé jsou konecné a
sjednoceni tim padem je také konecné. Tedy x U {y} € X. Podle principu indukce Fin C X. O

Dusledek (Dirichlettv princip pro koneéné mnoziny.). Je-li nekoneénd mnozina sjednoceni koneéné mnoha mno-
zin, pak jedna z nich musi byt nekonecna.

Lemma 17 (Kazd4 koneénd mnozina je srovnatelnd se vSemi mnozinami.). Fin(z) - (Vy)(y 2z Vz <y)
Diikaz. Indukei: z = {z, Vy)(y 2z Vz <y)}.

1. 0 € X, protoze (Vy)d C y tedy 0 < y.

2. Necht z € X, u je mnozina. BUNO: u ¢ X. Chceme x U {u} € X, necht X je mnozina.

Kdyz y < z, pak < x U {u} z tranzitivity y < 2 U {u}. Necht x < y. ¢ je prosté zobrazen{ x do y. Necht
v € X \ Rng(g). Definujeme h = g U {(u,v)}, h je prosté zobrazeni z U {u} do y. Tedy x U {u} < y. Z principu
indukce Fin C X. ]

Cviceni: Fin(x) a f:x — y, pak Rng(f) = x (pomoct indukce).
Cuicent: (VYx)Fin(z) lze dobte usporddat (indukci).
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Kapitola 6
Prirozena cisla

Definice 35 (von Neumann). 0 = ;1 = {0} = {0};2 = {0,1} = {0,{0}};3 = {0,1,2} = ..., Myslenka:
“Prirozené cislo je mnozina vsech mensich prirozenych cisel.”

Definice 36. w je induktivni mnoZina, pokud ) € w A (Vv € w)(v U {v} € w).

6.1 9.Axiom nekonec¢na (“Existuje induktivni mnozina.”)

(F2)(0€ 2N (Va)(x € z > zU {a} € 2))
Definice 37. MnoZina vSech prirozengch é&isel w je ({w,w je induktioni mnoZina}.
Lemma 18. w je nejmensi induktivni mnoZina.

Dikaz. 0 € w, x € w, z patii do kazdé induktivni mnoziny. x U{x} pati{ do kazdé induktivn{ mnoziny. zU{x} €
w. O

Prvky w jsou prirozena cisla v teorii mnozin.
Definice 38. Funkce ndslednik S : w — w. Prov € w: S(v) = v U{v}. “Ndslednik ¢isla v.”
Theorem 6 (Princip (slabé) indukce pro prirozena ¢isla.). Je-li X C w takovd, Ze plati:
1. 0e X,
222X = 9()e X. Pak X = w.
Diikaz. 1 a 2 dohromady tiké, Zze X je induktivni, tedy w C X. O

Priklad. Dukaz indukei: Chceme dokazat: (Vn € w)(p(n)). Dokazujeme: 1. ¢(0) a 2. (Vn € w)(p(n) = ¢(S(n))).
Pozndmka. Princip silné indukce: 2: ((Ym € w)m € X) - n € X.

Lemma 19 (€ je ostré usporaddni). Pro libovolné m,n € w plati:
I.new—-nCuw
o “Proky prirozengch cisel jsou prirozend cisla.”
2 men—->m=Cn
o “Ndlezeni je tranzitivni na w.”
e 7€ je antireflexivni na w.”
Z toho vseho plyne, Ze se jednd o ostré uspordddni.
Diikaz. Indukci:
1. 0 Cw, a indukéni krok n € w, predpokldddme, Zze n C w. Pak {n} C w tedy nU {n} C w.

2. Indukci podle n:
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e 1. Krok: m ¢ 0 tim paddem implikace splnéna.
e 2.Krok X ={n,ncewA (¥Ym)(m en—mCn)}.
e Vime 0 € X.
e Necht n € X, vime S(n) € w.
e Necht m € S(n) = nU {n}. Pak bud m € n a z IP pak m C n anebo m = n tim paddem také
m Cn C S(n).
3. 0 Z 0 plati, necht n € w a n € n.

e Sporem S(n) C S(n) = nU {n}. Z toho pak plyne, Ze bud S(n) C {n} anebo S(n) C n. V obou
pripadech je S(n) C n, ale to pak znamend, Zze n € S(n) C n coz je spor s predpokladem.

O
Lemma 20. Kazdé prirozené cislo je konecnd mnoZina.

Diikaz. Indukei: Fin(0) vime. Podle lemma Fin(z) — (Vy)Fin(z U {y}), specidlné pro Fin(z U {z}) a to je
naslednik. O

Theorem 7. MnoZina = je koneénd prdvé tehdy, kdyz (In € w)x =~ n.

Diikaz. < Fin(n) tedy Fin(x). = indukel: X = {z;(3In € w)x =~ n}. Vime, ze 0 € X protoze 0 = 0. Necht
z € X,y mnoZina. Vime, ze (In c wn~x. y € x pak zU{y} =z ~n,y ¢ z pak zU{y} =~ S(n) =nU{n}. K
bijekci x a n priddme (y,n). Tedy Fin C X. O

Lemma 21. MnozZina w i kaZdd induktioni mnoZina je nekonecnd.

Dikaz. Podle lemma: 1 n € w —» n C w, tedy n € P(n) tedy w C P(n),w je neprazdnd ale nemd maximaln{
prvek vzhledem k inkluzi. Kdyz n C w pak podle lemma 3. n € n a tedy n C nU{n} = S(n). w C W tedy i
induktivni mnoziny. O

Cviceni: w je Dedekindovsky nekonecnd.

Lemma 22 (Linearita € na w.). m,n € w, plati:

I.meEn&mdacn

2. menVm=nVnéem (trichotomie)

Diikaz. 1. = plynezlemma2men—-mcCnAngn

o ¢+ indukci podle n; n = 0 nelze splnit.
e Indukeni krok. Necht plati pro néjaké n a Vm.

e Necht m C S(n) =nU{n} am Cn, kdyby ne pak n € m tedy n C m tedy S(n) =nU{n} Cma
to je spor.

e mCnzIPmenCS(n)tedy me S(n)
e m=mnpakne Sn)

2. Pron € wnecht A(n) ={mew,menvVm=nVnem}.

o Dokézeme, ze A(n) je induktivni, indukei podle m.

e n=0:0¢€ A(0), protoze 0 =0

o Je-lim e A(0), pak: m =0:0 € {m} anebo 0 € m a z obou plyne 0 € mU {m} = S(n).
o Tedy S(n) € A(0).

o Tedy A(0) = w.

o Tedy také (Vn € w)0 € A(n).

e n € w,m € w, predpokladdejme, ze m € A(n). UkdZeme, Ze S(m) € A(n).

e men—mcCn;{m} Cntedy S(m) C n z toho plyne, ze S(m) =nV S(m) € n.

e m=nVné&Empotomn € mU{m}=S(m)

o Ve vsech piipadech ke S(m) € A(n).
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Theorem 8. Mnozina w je dobre (ostre) usporddand relact €.

Diikaz. Necht a C w,a # 0. Zvolme n € a. Neni-li n nejmens{ (minimaln{), tak definuji b = n Na. n je konecnd,
tak i b je konecna a neprazdna. b C w tedy b ma minimalni prvek m vzhledem k nalezeni. m je minimélni i
v mnoziné a: kdyby (Jx € a)x € m, tak vime, Ze m € n, tedy m C n, tedy z € n, tedy « € b. To je spor s
minimalitou m v b. € je linedrni na w, tedy m je nejmensi prvek v a. Tedy € je dobré usporadani. O

Pozndmka. Nekoneénd mnozina A s linedrnim (ostrym) usporddédnim < pro kazdé a € A : | <, a] je konecna.
Pak < je dobré a (A, <) je izomorfni (w, €).

Theorem 9 (Charakterizace usporddani € na w). Necht A je nekoneénd mnozina, linedrné usporadand (ostre)
relaci < tak, Ze pro kaZdé a € A je dolni mnozina | +, a] koneénd. Pak < je dobré a mnoZiny A, w jsou izomorfni
vzhledem k <, €.

Diikaz. < je dobré: () # ¢ € A. Necht a € ¢, predpoklddejme, Ze a nen{ minimdlni v ¢, pak definujeme b = c¢N| +
,al. b je konecnd. Tedy ma minimalni prvek m, m je miniméln{ i v c¢. Protoze m < a, pak x < a tedy z € | +, a]
tedy = € b a to je spor. Izomorfismus: podle véty o porovnavani dobrych usporadani jsou 2 moznosti:

1. A je izomorfn{ s dolni podmnozinou B C w, pak B neni shora omezend. Neexistuje n € w(Vb € B)b € n.
Sporem B C S(n) tedy B by byla konecéna a to je spor.

o To znamend, Ze (Vn € w) je mensi nez néjaky prvek b € B. B je dolni mnozina, tedy n € B — w C
B —w=B.

2. w je izomorfn{ dolni podmnoziné C' C A. C neni shora omezend, kdyby ano, tak 3a € A: C C | +,a],C
by byla koneénd, spor. (Va € A,3c € C:a C ¢,C je dolni, tedy C = A.

O

6.2 Spocetné mnoziny

Definice 39. MnoZina x je spocetnd, pokud r ~ w. MnoZina T je nejvyse spocetnd, pokud je konecnd nebo
spocetnd. Jinak je mnozZina nespocetnd.

Theorem 10. 1. Kazdd shora omezend mnoZina A C w je konecnd, kazdd shora meomezend A C w je
spocetnd.

2. Kazdd podmnoZina spocetné mnoziny je nejvyse spocetnd.
Dikaz. 1. A omezend, to znamend, ze In : A C S(n). Takze Fin(S(n)) — Fin(A).

¢ Pokud je A neomezend, pak je nekonecné. To lze dokazat sporem, ze kdyby byla kone¢nd, pak ma A
maximéalni prvek m, tedy je shora omezena m, to je spor.

e A je linedrné uspoiddand €. Pro kazdé n € A je | <—,n] C S(n), tedy | <—,n] je koneéna. Podle
charakteriza¢ni véty A je izomorfni w. Takze A ~ w.

2. A jespoCetnd f: A — w (bijekce). B C A, pak B = f[B] C w. Podle 1) je f[B] spocetnd anebo koneén4.
O

Priklad. Lexikografické usporadani na w x w.

(ml,nl) <7 (m27n2) <~ (m1 € mo V ((m1 = mg) N (n1 S TLQ)))

Cviceni: Querte, ze <y, je dobré uspordddani na w X w.
Cwviceni: Ovérte, Ze < na w X 2 je izomorfni s (w, €).
Cwviceni: Ovérte, Ze <y, na 2 X w nent izomorfni s (w, €).

Definice 40. Maximo-lexikografické uspordddni na w X w je:

m neEm
max(m, n) = n  jinak

(m1,m1) <mr (M2, n2)

((max(mq,n1) € max(mz,ng)) V ((max(my,ny) =
= max(ma,na)) A ((m1,n1) <p (m2,n2))))
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Cwviceni: Ovérte, Ze w X w <prp, je izomorfni (w, €).
Theorem 11. Jsou-li A, B spocetné mnoziny, pak AU B a A x B jsou spocetné.

Dikaz. f:A— wag: B — w jsou bijekce. Definujeme h: AUB — w X 2 &~ w jako:
_ | (f(®),0) z€A
W ={ ey 2S5

h je prosté. Tedy AUB Cwx2~wAw <X A <X AUB a z Cantor-Bernsteinovy véty implikuje, ze w ~ AU B.
A X B definujeme k : Ax B — wxw jako k((a,b)) = (f(a), g(b)), k je bijekce. Opét mdm AX B~ wxw ~w. [
Dusledek. Z,Q jsou spocetné. Kde Z lze modelovat jako mnozinu dvojic, kde prvni je ¢islo a druhé bool jestli je
kladné nebo ne. A Q jako mnozinu dvojic (m,n) kde je ¢islo nejmensi spolecny délitel (m,n) = 1 a ¢islo je 2.
Disledek. Koneéna sjednoceni, koneéné souciny jsou spocetné. Dirichlettiv princip: je-li A nespocetna, A =

A UAs U ---U A, potom aspoli jedna mnozina A; je nespocetna. Koneénd podmnozina [A]<“ konecné po-
sloupnosti jsou spocetné.

Cuicent: Je-li A nespocetné, B spocetnd, C' koneénd, potom AUC, A\ C jsou nespocetné a BUC, B\ C jsou
spocetné, AU B, A\ B jsou nespocetné.

Pozndmka. Spocetné sjednoceni spocetné mnoha mnozin | J A, kde A je spocetnd a (Va € A) jsou spocetné.

Theorem 12 (Cantor).

z < P(x)
Diikaz. Pomoci diagondlni metody. =: f(y) = {y}, f : * = P(z) je prosté. Definujme y = {t,t € x At ¢ f(t)}.
Potom y C P(x) nemé vzor pii f. Kdyby

 fwvey pak v ¢ f(v) =y SPOR
f(v)_y'{v¢yf(’u) tedy v € y SPOR

Disledek. P(w) je nespocetna.
Dusledek. V neni mnozina: P(V) C V, kdyby byla mnozina, pak by musela platit Cantorova véta.

Theorem 13.
P(w) ~ R~ [0,1]

Diikaz. Vime P(w) &~ 2 podmnoziny <> charakteristickd funkce <> posloupnosti (ag, a1, as, ... ), kde a; € {0,1}.
[0,1] =¥ 2 : a € [0, 1] zapiSu v bindrni soustavé tak, Ze pokud je to nula, tak je to nekone¢né nul a jinak vzdy
tak, aby obsahovalo nekonetno jednicek. < pouzijeme trojkovou soustavu. (ag,a1,az,...) — a = Y~ %2

Cantor-Bernstein — [0, 1] =“ 2. (pozn.: Cantorovo diskontinuum). [0,1] C R, E — [0, 1] n&jakou vhodnou funkci
7 /2—arctan(x) ) ]

napfr. -

Pozndmka. Mnozina algebraickych ¢isel (tj. kofeny polynomu s raciondlnimi koeficienty) je spocetna.

Cviceni: Pokryti N intervaly.
1. Konecné.
e ACLULU---UI, pak > (b; —a; > 1
2. Nekonecneé.
e Ve>0:30,1,...,ACUIL;> (b —a;) <e

Pozndmka. Hypotéza kontinua je, ze kazda nekonecnd podmnozina R je bud spocetna anebo ekvivalentni s
R.

6.3 Axiom vybéru

6.3.1 Princip vybéru

Pro kazdy rozklad r mnozZiny z existuje vybérova mnozina. To jest v C z, pro kterou plati (Vu € r)(Iz)(vNu =
{z}).

Definice 41. Je-li X mnoZina, pak funkce f definovand na X spliujici (y € X ANy # 0) — f(y) € y se nazgvd
**selektor** na mnoziné X .

21



6.3.2 10.Axiom vybéru (AC - axiom of choice)

Na kazdé mnoziné existuje selektor.

Ekvivalentné

Kazdou mnozinu lze dobfe usporadat. < je trichotomicka. Zornovo lemma.

Dusledek. o Kazdy vektorovy prostor ma bazi.
¢ Soucin kompaktnich topologickych prostori je kompaktni.
o Hahn-Banachova véta.
e Princip kompaktnosti.
o Banach Tarski (rozdéleni koule na malé ¢asti a vytvoreni dvou stejné velkych koulf).

Definice 42. (Indexovy) soubor mnoZin < Fj;j € J >. Kde F je zobrazeni s definovanym obrazem J. Pro
Jj€J:F;=F(j). J je indexovd trida a jeho pruky jsou indexy.

Lze definovat:

{ Ujes Fj jako {z,(3j € J)z € Fj)}
UjeJ Fj =URng(F)

{ Njes Fj jako {z, (Vj € J)z € Fj)}
njeJ Fj = Rng(F)

Kartézsky soucin souboru mnozin indexovaného mnozinou J je X;csF; : {f,f : J — UjeJ F; AN (V) €
J)f(4) € Fj}.

Lemma 23. Je-li J mnozina, pak X F; je mnoZina. Je-li (Vj € J)F; =Y, pak Xjc i F; =7Y.

Diikaz. Axiom nahrazeni. Rng(F) je mnozina, | J Rng(F') je mnozZina. JUJ-GJFJ- je mnoZina. X F; C”7 Ujes F-

Lemma 24. NTJE: (Ndsledujici tvrzend jsou si ekvivalentni.)

1. Axiom vygbéru.

2. Princip vybéru.

3. Pro kaZdou mnoZinovou relaci s existuje funkce f C s takovd, Ze Dom(f) = Dom(s).
4. Kartézsky soucin X;cra; neprdazdného souboru neprdzdniych mnozin je neprdzdnj.

Dikaz. 1 = 2 : r rozklad X, podle 1 existuje selektor f na r. Pak Rng(f) je vybérovd mnozina. 2 = 3 :
BUNO: s # (). Vytvoifme rozklad 5. n = {{i} x s 1 {i};i € Dom(s)} = {{(i,2),(i,x) € s},i € Dom(s)}.
Vybérova mnozina n je funkce, kterd je podmnozina s a ma stejny defini¢ni obor. 3 = 4 : Mame soubor mnozin
< a;,i € x >. Vytvorime relaci s = {(4,y),i € x Ay € a;}. Funkce f C s : Dom(f) = Dom(s) = x je prvkem
Xicza;. 4 = 1 : 2 mnozina. BUNO: z # 0,0 € X. ID | = uréuje soubor < y;y € x >. Kazdy prvek X, e,y je
selektor na x. O

Lemma 25. Sjednoceni spocetného souboru spocetngch mnozin je spocetné. (Popripadé je vsude misto spocetné
nejvgse spocetné.)

Diikaz. Soubor < Bj;j € J >. BUNO: I = w. Najdéme prosté zobrazeni UjEw B; do w x w. Uvazujme soubor
< Ej;j € w > kde Ej je mnozina vSech prostych zobrazeni B; do w. Podle lemma 4) je X;c,FE; neprazdny,
tedy existuje soubor < f;;7 € w >, kde f; € F}. Definujme h; UjEw B; = w x w jako h(x) = (4, fj(z)). Kde j
je nejmensi prvek w pro ktery = € B;. O

Poznamka. Bez AC je bezesporné ZF a to, ze "R jsou spocetnym sjednocenim spocetnych mnozin”.
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6.4 Princip maximality (PM)
e« AC &+ PM
e Je-li A mnozina usporadand relaci < tak, ze kazdy fetézec méa horni mez.
o Pak pro kazdé a € A existuje maximdlni prvek b € A takovy, 7e a < b.
Definice 43. B C A je retézec pokud B je linedrné usporddand <.

Pozndmka. V aplikacich ¢asto pro (4, C); A C P(x) stadi ovérit, ze | B € A.

Cwiceni: Ukazte pomoci PM: Je-li (A, <) usporddand mnoZina, pak pro kaZdy tetézec B C A existuje maxi-
malni retézec C spliujici B C C C A.

6.4.1 Princip maximality IT (PMS)

Je-li (A, <) uspofddand mnozina, kde kazdy Fetézec ma suprémum, pak pro kazdé a € A existuje b € A
maximalni prvek splnujici a < b.
Cviceni: Dokazte: PM<« PMS.

6.5 Princip trichotomie < (PT)
Pro kazdé dvé mnoziny x,y plati £ < y nebo y < x.
Lemma 26. PM — PT.

Diikaz. Definuji mnozinu D = {f, f prosté zobrazeni A Dom(f) C 2 ARng(f) C y}. (D, C) spliiuje pFedpoklady
PM. Tedy mé maximéln{ prvek g. Kdyby x \ Dom(f) # 0 a y \ Rng(f) # 0, pak lze g rozsitit o novou dvojici
(u,v), spor s maximalitou g. Pokud Dom(f) = x, pak # < y. Pokud Rng(f) =y, pak g—! je prosté zobrazeni
y do x, tedy y < y. O

Ciceni: Sjednoceni retézce prostych zobrazeni je prosté zobrazend.

6.6 Princip dobrého usporadani (VVO)

o Kazdou mnozinu Ize dobre usporadat.
e Znamo jako Zermelova véta.

e« AC < VVO

Lemma 27. VVO — AC

Diikaz.  # (0,0 ¢ x podle VVO mdme dobré usporaddni na | Jz. Kazdy y € x je neprdzdnd podmnozina |z,
tedy mé nejmensi prvek min< y. Definujeme f : x — |Jz jako f(y) = min<(y). Tato f je selektorem na mnoziné
T. O

Cwviceni: PM — VVO
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Kapitola 7
Ordinalni cisla

7.1 ”Typy dobre usporadanych mnozin.”

o Kardindlni ¢isla C ordindlni ¢isla. Mohutnosti dobfe uspofddanych mnozin. S (AC) mohutnosti vSech
mnozin.

e Ordindlni ¢isla jsou dobre usporadana €, plati pro né princip transfinitni indukce.
Definice 44. Trida X je tranzitivni pokud r € X — x C X.

Priklad. w ikazdé n € w jsou tranzitivni i V.
Cuicent: X tranzitioni <> |JX C X

Lemma 28. 1. Jsou-li X, Y tranzitivni pak X NY, X UY jsou tranzitivni.
2. X trida, pro kterou kazZdé x € X je tranzitivni mnoZina, pak (X a X jsou tranzitivni.
3. Je-li X tranzitivni trida, pak € je tranzitivni na X < kaZdy x € X je tranzitivni mnoZina.
Diikaz. 1. Je pozorovani.
2. Plyne analogicky z 1.

3. Jako Cwiceni.
O

Definice 45. Mnozina x je ordindlni éislo (ordindla) pokud x je tranzitivnié mnoZina a € je dobré uspordddnd
na x. Tridu vsech ordindlnich cisel znacime On.

Priklad. w a kazdé n € w je ordindlni ¢islo.

Disledek. Pro kazdou nekonecnou mnozinu x plati w =< z.
Lemma 29. On je tranzitivni trida.

Dikaz. y € x € On. Mame y < z, € je dobré ostré usporadani na y. € je dobré ostré na z. Z lemma 3) je y
tranzitivni mnozina. y je ordindla. O

Lemma 30. € je tranzitivni na On.
Lemma 31. z,y € On, pak:
l.z¢x
2. zNy € On
. reEy=axCy
Diikaz. 1. Sporem z antireflexivity € na z.
2. Primo z definice.
3. — z tranzitivity y a 1)

+—y\z#0Cy,y\z ma nejmens{ prvek z. Plati z = x (Cvicent). O
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Theorem 14. € je dobré ostré uspordddani tridy On.

Diikaz. Antireflexivita z lemma 1), tranzitivita pak dohromady dava ostré usporadéani. Trichotomie: z # y € On
podle lemma 2) z Ny € On. Sporem kdyby x Ny Cz Az CypakzNyeyAzNy Ex, tedy zNy €ExNyato
je spor s lemma 1). Kdyz tedy 2 Ny = x pak « C y tedy = € y. Z toho plyne, Ze se jednd o linedrn{ usporadani.
Pro dobrost sta¢i existence minimélntho prvku (Cuicent). O

Disledek. On je vlastni tiida. Je-li X vlastni t¥ida, tranzitivni, dobfe usporddana €, pak X = On.

7.1.1 Znaceni:
e «,f,7,... jsou ordinalni ¢isla.
e o< misto a € .
e a < misto a € beta Va = 0.
Lemma 32. 1. Mnozina x C On je ordindlni ¢islo <> x je tranzitivnd.
2. ACOn,A+#0, pak (A je nejmensi pruek A vzhledem k <.
3. a C On mnoZina, pak Ja € On a Ja = sup a.
Diikaz. 1. — z definice, < z véty.
2. Z véty a [ A = inf A.

3. Ua je tranzitivni, | Ja C On podle 1) je ordinélni ¢&islo.
O

Disledek. w je supremum mnoziny vSech prirozenych ¢isel v On. Konecné ordindly jsou pravé prirozena cisla.

Cuiceni: Diikaz: | Jw € On A |Jw = supc w. Zbjvd overit w = Jw.
Lemma 33. «a € On, pak aU{a} je nejmens? ordindlni éislo vétsi nez .

Diikaz. o C On protoze On je tranzitivni. a U {a} je tranzitivni mnozina ordindlnich ¢isel. Podle lemma 1)
aU{a} je ordindlni ¢islo. Je-li g € On, B € a{a}, pak f € aV = atedy 8 C a. O

Definice 46. o U {a} je ndslednik . o je predchidce o U {a}. a je izolované pokud o = 0 nebo pokud o
md predchidce, jinak je limitnd.

Theorem 15 (O typu dobrého usporadani.). Je-li a mnoZina dobre usporddand relaci v, pak existuje prdvé
jedno ordindlni ¢islo a a prdvé jeden izomorfismus (a,r) a (o, <). (Bez dikazu.)

Definice 47. « je typ dobrého usporadani r.

Pozndmka. Na On? = On x On lze definovat lexikografické uspofadani i maximolexikografické usporadani.

7.2 Princip transfinitni indukce
Je-li A C On ttida spliujici (Voo € On)(a € A — «a € A), potom A = On.

Diikaz. Sporem: On \ A # @ diky dobrému usporéadani € existuje nejmensi prvek @ € On \ A. Potom kazdé
B € a uz je prvkem A, tedy a C A, z predpokladu véty « € A a to je spor. O

Theorem 16 (Druhd verze principu transfinitni indukee.). Je-li A C On trida splriujici:
1.0 A
2. Pro kaZdy o € On plati o« € A — aU {a} € A.
3. Je-li a linedrni pak o C A — «a € A.
Pak A = On.

Theorem 17 (O konstrukci transfinitnich rekurzi.). Je-li G : V. — V {ridové zobrazend, pak existuje prdvé
jedno zobrazeni F' : On — V spliujici (Vo € On)F(a) = G(F | ).
Varianty:
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o Fla=G(Flo])
e F(a)=G(a, F | @)
o G1(F(P)) je-li a ndslednik 3, jinak Ga(Fla]) je-li o limitnd.
Diikaz. Je pomoci transfinitni indukce a axiomu nahrazeni. O

Priklad. m+n : F(m) = n+m se d4 nadefinovat jako F'(0) = n, F(S(m)) = S(F(m)). AC — VVO: A mnozina
g selektor na P(A) tak £(0) = g(A) a f(8) = g(A — f[8).
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